
1.7. 等价无穷小代换

1.7 等价无穷小代换

1.7.1 动机介绍

当我们练习极限题有点心得后，慢慢能熟练地直接使用已知的极限来解题。
例如：

lim
x→0

sin(5x)

sin(2x)
= lim

x→0

sin(5x)

5x
· 2x

sin(2x)
· 5

2
= 5

2

lim
x→0

tan(x)

x
= lim

x→0

sin(x)
cos(x)

x
= lim

x→0

sin(x)

x
· 1

cos(x)
= 1×1

lim
x→0

1−cos(x)

x ln(1−x)
= lim

x→0

2sin2( x
2 )

( x
2 )2 · 1

4
· −x

ln(1−x)
· (−1) =−1

2

上面这样写，算是比较熟练、简洁了。但我们不甘心于此，现在要将境界再
更提升，由熟练走向老练，让过程更为简化。

如果你觉得没必要，我们来看下面这题比较疯狂点的：

lim
x→0

p
1+x4 − 3p

1−2x4

x
(
1−cos(x)

)
tan

(
sin(x)

)
= lim

x→0

p
1+x4 −1

x ·2sin2
( x

2

) · tan
(

sin(x)
) · (1−

3p
1−2x4 −1p
1+x4 −1

)

= lim
x→0

p
1+x4 −1

x ·2
·
p

1+x4 +1p
1+x4 +1

·
( x

2

)2

sin2
( x

2

) · sin(x)

tan
(

sin(x)
) · x

sin(x)

· 4

x3 ·
(
1−

3p
1−2x4 −1p
1+x4 −1

·
p

1+x4 +1p
1+x4 +1

· 1+ 3p
1−2x4 + 3

√
(1−2x4)2

1+ 3p
1−2x4 + 3

√
(1−2x4)2

)

= lim
x→0

x4

2x
(p

1+x4 +1
) ·12 ·1 ·1

· 4

x3 ·
(
1− −2x4

x4 ·
p

1+x4 +1

1+ 3p
1−2x4 + 3

√
(1−2x4)2

)

= 1

4
·1 ·4 · (1+ 4

3
) = 7

3
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别说让你慢慢做出来，光用看的你可能都吃力。其实过程中没有用到什麽了不起
的技巧，就是反复用基本、常见的处理极限手法，但实在太折腾了。

现在来介绍一种处理极限的老练手法：等价无穷小代换。然後让你看看，如
何可以一行解决上面那题！

1.7.2 无穷小的分阶

从这些极限

lim
x→0

sin(x)

x
= x

lim
x→0

1−cos(x)

x2 = 1

2

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3 = 1

2

我们可以感受到：当 x → 0时，sin(x),1−cos(x), tan(x)− sin(x)虽然都会趋近 0，
但是他们跑到 0的速度是不一样快的！sin(x)跑到 0是跑得和 x 差不多快的，然
而 tan(x)− sin(x)跑到 0跑得和 x3 差不多快！于是，我们将趋近于 0的这种无穷
小行为进行分阶。

定义 1.7.1
设 lim

x→a
f (x) = lim

x→a
g (x) = 0，

1. 若 lim
x→a

g (x)

f (x)
= 0，则称 g (x)是 f (x)的高阶无穷小，或成 f (x)是 g (x)

的低阶无穷小。

2. 若 lim
x→a

g (x)

f (x)
=C (C , 0)，则称 g (x)与 f (x)是同阶无穷小。

3. 若 lim
x→a

g (x)

f (x)
= 1，则称 g (x)与 f (x)是等价无穷小，并记为 g (x) ∼ f (x)。

初学者常见一种错误，对于 lim
x→0

sin(x)

x
= 1，有时写成 lim

x→0
sin(x) = x。他心想：

当 x 非常小的时候，sin(x)和 x 差不多嘛！其实想法是对的，只是不能写成上面
那样，一个函数取极限 x → 0了怎么还能有 x ？正确来讲，应该是写成现在所介
绍的 sin(x) ∼ x 。就是说，sin(x)与 x 是等价无穷小，这样不但写法正确，也更贴
近他原来想法。

这样，我们现在将熟知的几个极限改写成如下形式：
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1.7. 等价无穷小代换

性质 1.7.1 常见的等价无穷小

sin(x) ∼x sin−1(x) ∼x

tan(x) ∼x tan−1(x) ∼x

1−cos(x) ∼ x2

2

ex −1 ∼x ln(1+x) ∼x

ax −1 ∼x ln a (a > 0, a , 1) loga(1+x) ∼ x

ln a
(a > 0, a , 1)

(1+x)a −1 ∼ax (a , 0)

1.7.3 等价无穷小代换

上面列出常见的等价无穷小，就是为了求极限可以拿来代换，如下所示。

求极限 lim
x→0

sin(5x)

sin(2x)
。

解

因为 sin(ax) ∼ ax，所以

lim
x→0

sin(5x)

sin(2x)
= lim

x→0

5x

2x
= 5

2

例题 1.7.1

求极限 lim
x→0

1−cos(x)

x ln(1−x)
。

解

因为 1−cos(x) ∼ x2

2
, ln(1+ax) ∼ ax，所以

lim
x→0

1−cos(x)

x ln(1−x)
= lim

x→0

x2

2

x · (−x)
=−1

2

例题 1.7.2

这两题用等价无穷小代换来做，与原来作法的区别，就是省略了原本的乘一
大堆东西。本来 sin(5x)

sin(2x) 是写成一个刻意凑出
sin(ax)

ax 的写法：sin(5x)
5x · 2x

sin(2x) · 5
2，现在

直接用等价无穷小代换 sin(ax) ∼ ax，省心多了！
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求极限 lim
x→0

p
1+ sin(x)−1

ex −1
。

解

p
1+ sin(x)−1 ∼ sin(x) ∼ x,ex −1 ∼ x，所以

lim
x→0

p
1+ sin(x)−1

ex −1
= lim

x→0

1
2 x

x
= 1

2

例题 1.7.3

求极限 lim
x→0

ln(1+x +x2)

ln(1+3x +x4)
。

解

ln(1+x +x2) ∼ x +x2, ln(1+3x +x4) ∼ 3x +x4，所以

lim
x→0

ln(1+x +x2)

ln(1+3x +x4)
= lim

x→0

x +x2

3x +x4 = 1

3

例题 1.7.4

现在来看看刚刚那个繁杂的题，用无穷小代换做起来如何。

求极限 lim
x→0

√
1+x4 − 3√

1−2x4

x
(
1−cos(x)

)
tan

(
sin(x)

)。
解

lim
x→0

(p
1+x4 −1

)− ( 3p
1−2x4 −1

)
x
(
1−cos(x)

)
tan

(
sin(x)

) = lim
x→0

1
2 x4 − 2

3 x4

x · x2

2 · sin(x)
= 7

3

例题 1.7.5

上面这样写，可以算是对。但严格说起来，事情还没这么简单。
以下这个极限是个典型例子：

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3 = lim
x→0

tan(x)

x
· 1−cos(x)

x2 = 1

2

如果改为一开始就使用等价无穷小代换，会发生错误

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3 = lim
x→0

x −x

x3 = 0
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之所以会出问题，是因为当我们将 tan(x)替换成 x，tan(x)并非真等于 x，它
应该是 x 加上比 x 高阶的无穷小，而我们在极限式中忽略更高阶的无穷小。然而
在 lim

x→0

tan(x)−sin(x)
x3 中，替换掉 tan(x)与 sin(x)后，两个 x 正好减掉。此时更高阶

无穷小的部分在此极限式中就变得重要，却被我们舍去，答案当然就会错了。
许多教材的说法，是说等价无穷小代换只能用在乘除型，不能用在加减型。

但是我们刚刚也看到了，加减型代换后还是可能做出正确答案。其实，之所以说
加减型不能使用，并不是说使用之后必然发生错误，而是它有使用条件。所以，目
前我们有三种应对策略：

1. 设法化加减为乘除

比方说

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3 = lim
x→0

tan(x)
(
1−cos(x)

)
x3 = lim

x→0

x · x2

2

x3 = 1

2

以及

lim
x→0

(p
1+x4 −1

)− ( 3p
1−2x4 −1

)
x
(
1−cos(x)

)
tan

(
sin(x)

)
= lim

x→0

p
1+x4 −1

x
(
1−cos(x)

)
tan

(
sin(x)

) ·(1−
3p

1−2x4 −1p
1+x4 −1

)

= lim
x→0

1
2 x4

x · x2

2 · x
·
(
1−

−2
3 x4

1
2 x4

)
= 7

3

不过这样其实只是绕过问题，并没有解决加减型如何使用等价无穷小代换
的问题。而且在绕过问题的同时，也使得解题难度又上升回来。所以不见得
是好办法，只能作为我们可使用的手段之一。

2. 遇到加减型一律不使用等价无穷小代换

依然没有解决问题，但至少保证不犯错，这就是许多教材采用的策略。这样
其实也没有不好，我们现在学这个就是为了高效解题，如果还过度费神去探
究一堆理论，也许反而增加自己学习障碍。特别是如果你本来就比较畏惧学
习微积分，直接避开就是较省事的策略。

3. 理清加减型在什么条件下可使用等价无穷小代换

也有部分教材会给出加减型的可使用时机，但理论探讨起来稍复杂，操作起
来也不见得容易。

5



1.7. 等价无穷小代换

下面介绍较简化的使用条件给你，虽因简化而导致仍不完备，但已经足够解
决大一微积分会遇到的大多数极限问题。

首先简单来说，如果使用等价无穷小代换，会发生减光光变成 0的情况，此
时便不可使用在加减型上面。

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3 = lim
x→0

x −x

x3

�
lim
x→0

sin(5x)− sin(3x)

x
= lim

x→0

5x −3x

x
= 5−3 = 2 ⃝

求极限 lim
x→0

√
1+x2 −cos(2x)

ln(1+x)
。

解

因为
p

1+x2 −1 ∼ 1
2 x2,1−cos(2x) ∼ 2x2, ln(1+x) ∼ x，

lim
x→0

p
1+x2 −cos(2x)

ln(1+x)
= lim

x→0

(p
1+x2 −1

)− (
cos(2x)−1

)
ln(1+x)

= lim
x→0

1
2 x2 −2x2

x
= 0

1
2 x2 −2x2 并未减光成 0，所以结果正确。

例题 1.7.6

求极限 lim
x→∞x

( 3p
x3 +x − 3p

x3 −x
)
。

解

lim
x→∞x

( 3
√

x3 +x − 3
√

x3 −x
)= lim

y→0+

3
√

1
y3 + 1

y − 3
√

1
y3 − 1

y

y

上下同乘以 y = lim
y→0+

3
√

1+ y2 − 3
√

1− y2

y2

= lim
y→0+

(
3
√

1+ y2 −1
)− (

3
√

1− y2 −1
)

y2

例题 1.7.7
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1.7. 等价无穷小代换

= lim
y→0+

1
3 y2 − (−1

3 y2)

y2 = 2

3

但是这个简单讲法并不完全正确，例如

lim
x→0

x2 − ln(x +1)+ex −1

x2 + sin2(3x)
= 1

5

但使用等价无穷小代换得到

lim
x→0

x2 − ln(x +1)+ex −1

x2 + sin2(3x)
= lim

x→0

x2 −x +x

x2 + (3x)2 = 1

10

因为在分子中的 − ln(x +1)+ex −1部分，依然发生了类似问题：我们换成 −x +x
时，忽略了更高阶无穷小，但 x 的部分减光了，更高阶的部分变得重要。于是修
改说法如下：

性质 1.7.2 加减型等价无穷小代换使用条件

若使用等价无穷小代换后，最低阶的无穷小项并未消光，则可以使用；若
最低价的无穷小项消光，则答案可能对也可能错。

这样的说法，理论上还是有无法判定是否能用的时机，但实际上在大一微积
分是比较难遇到了。
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