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11.7 梯度、方向導數與切平面
11.7.1 梯度的定義
對於兩變數函數 f (x, y)，其梯度 ∇ f (x, y)定義為

∇ f (x, y) =
(∂ f

∂x
,
∂ f

∂y

)
若是變數有三個，則 ∇ f (x, y, z)定義為

∇ f (x, y, z) =
(∂ f

∂x
,
∂ f

∂y
,
∂ f

∂z

)
一般而言，一個有 n個變數的函數 f (x1, x2, . . . , xn)，

取梯度以後便得到一個 n 維的向量函數。而其第一個
分量就是對第一個變數作偏微導；第二個分量就是對
第二個變數作偏微導，以此類推。也就是說

∇ f (x1, x2, · · · , xn) =
( ∂ f

∂x1
,
∂ f

∂x2
, · · · ,

∂ f

∂xn

)

f (x, y) = x2 y+sin(x y)，求其在點 (2,3)處
的梯度。

解
∇ f (x, y) =

(∂ f

∂x
,
∂ f

∂y

)
= (

2x y+y cos(x y) , x2+x cos(x y)
)

所以
∇ f (2,3) = (12+3cos(6) , 4+2cos(6))

例題 11.7.1

這樣的定義不算難懂，但我們目前也只知道它在
數學式上是如何定義，並不明白這樣的向量有何幾何
意義，這將在後面討論。

11.7.2 方向導數
如果你去爬山，正在山坡上的某處時。此時我問

你，你那邊的斜率大概多少？你一定感到無法回答，要
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再反問我：「你是指朝哪個方向看？」通常在山坡上，朝
著四面八方各種方向看過去，看起來的斜率應該會不
盡相同。
單變數的導數，便是在求斜率。多變函數時，也可

以做類似事情。但如前所述，由於定義域已不只一維，
因此在同一個點上，可能朝各個方向的斜率都不盡相
同。
這種問題，便是方向導數（directional derivative），

且讓我們先定睛於兩變數的情況。設函數 z = f (x, y)，
而在定義域 x y-平面上有一點 (a,b)及單位向量 −*u 。我
們想問，曲面 z = f (x, y)在 (a,b)處，沿 −*u 的方向的斜
率會是多少。符號上，是記為 D−*u f (a,b)。裡面的 a,b

標示出是在何處；下標的單位向量則標示是往哪個方
向。
既然 −*u 是單位向量，就可以寫成 (

cos(θ),sin(θ)
)。

接著定義一個新函數
F ( t ) = f ( a + t cos(θ) , b + t sin(θ) )

意思是從點 (a,b)出發，沿 ( cos(θ) , sin(θ) )方向，走
t 單位長之後的函數值。而當然，F (0) = f (a+0,b+0) =
f (a,b)。
這樣子定義了以後，只要將 F (t )對 t 求導後再代

t = 0 1 ，便會是 f 於 (a,b)處沿 (cos(θ),sin(θ))方向的
方向導數。也就是說

D−*u f (a,b) = F ′(0)

而要把 F ′(0)作出來，只須使用連鎖規則
d

dt
f (

x︷          ︸︸          ︷
a + t cos(θ) ,

y︷         ︸︸         ︷
b + t sin(θ) )

∣∣∣∣
t=0

= ∂

∂x
f (a,b)

dx

dt
+ ∂

∂y
f (a,b)

dy

dt

= ∂

∂x
f (a,b)cos(θ)+ ∂

∂y
f (a,b)sin(θ)

1 因為 (x, y) = (a,b)處是 t = 0時。
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兩兩相乘再加起來，可視為向量內積( ∂

∂x
f (a,b) ,

∂

∂y
f (a,b)

)
· (cos(θ) , sin(θ))

注意左邊那個向量，正是我們剛學到的梯度！因此可寫
成

∇ f (a,b) · (cos(θ) , sin(θ))

所以，計算方向導數，便是取該點的梯度，再與單位向
量 −*u 作內積。
性質 11.7.1
f (x, y)於點 (a,b)處，沿著單位向量 −*u 的方向，的
方向導數為

D−*u f (a,b) =∇ f (a,b) ·−*u

f (x, y) = x2 + y2，−*v = (1,1)。計算
方向導數 D−*v f (−3,2)。

解
∇ f (−3,2) =

( ∂

∂x
f (−3,2) ,

∂

∂y
f (−3,2)

)
=

(
2x

∣∣∣
(−3,2)

, 2y
∣∣∣
(−3,2)

)
= (−6,4)

注意 −*v 並非單位向量，要將它單位化。由於它的
長度是 p

2，所以除以 p
2，得到 −*v = 1p

2
(1,1)。所

以

D−*v f (−3,2) = (−6,4) · 1p
2

(1,1) =− 2p
2
=−p

2

例題 11.7.2

現在來想一個問題。不是先給你方向再問你方向
導數，而是問說，在 f (a,b)處，朝哪個方向看起來，會
有最大的方向導數。
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由於方向導數可用梯度與單位向量作內積

D−*u f (a,b) =∇ f (a,b) ·−*u

而向量內積又可寫成
∣∣∇ f (a,b)

∣∣ · ∣∣∣−*u ∣∣∣ ·cos(ϕ)

其中 ϕ是兩向量 ∇ f (a,b)與 −*u 之夾角。
我們注意，由於 ∇ f (a,b)是取完梯度以後，又已代

入點 (a,b)了。所以它已是一個固定向量，也因此其長
度 ∣∣∇ f (a,b)

∣∣為一定值，姑且記之為 C 。而至於 −*u，它
是單位向量，長度根本是 1。也就是說，現在整個式子
的變數根本就只有 ϕ：

C ·1 ·cos(ϕ)

問哪個方向會有最大的方向導數，等同於，問怎樣的 ϕ

會使上式極大。那當然便是 cos(ϕ) = 1時，也就是 ϕ= 0

時，會使方向導數最大。而所謂的 ϕ= 0時，即是梯度
∇ f (a,b)與單位向量 −*u 同向之時。
所以，剛剛那問題，在 f (a,b)處，朝哪個方向看起

來，會有最大的方向導數。答案便是與梯度 ∇ f (a,b)同
向的那個方向。
我再把這句話反過來講。梯度 ∇ f (a,b)這個向量，

它是朝哪個方向呢？它是朝著，會使得函數 f (x, y)在
(a,b)處，有最大方向導數的那個方向。
而這最大方向導數的值又是如何呢？由於取 cos(ϕ) =

1了，所以
C ·1 ·cos(ϕ) =C ·1 ·1 =C

C 是剛剛用來記 ∣∣∇ f (a,b)
∣∣的。所以，最大方向導

數的值，就是梯度 ∇ f (a,b)的長度。綜合以上討論，我
們便可歸納出梯度 ∇ f (a,b)的幾何意義。
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性質 11.7.2 梯度向量的幾何意義
函數 z = f (x, y)，其在點 (a,b)處的梯度 ∇ f (a,b)

是一個向量，其幾何意義為：
1. 就方向而言，它朝著使得函數 f (x, y) 在

(a,b)處有最大方向導數的方向
2. 就長度而言，其長度為那個最大方向導數
的值

熱鍋上的螞蟻急著想盡快往較低溫處
跑。鍋子位於 x2+ y2 ≤ 1，牠此時正在原
點 (0,0)，而鍋子的溫度函數是 170cos(y+
x y)+9(x2 + x +2y)。此時牠應朝哪個方
向移動？

解
為了不被煮熟趕快逃跑，這隻熱鍋上的螞蟻急

得像熱鍋上的螞蟻。在此危急關頭，正所謂「急中
生智」，牠在一瞬之間領悟了微積分，知道此時要
算最小方向導數。最大方向導數是取 cos(ϕ) = 1，而
最小就是取 cos(ϕ) = −1。也就是說，跟梯度向量
的方向反向。於是先求出梯度

∇ f (0,0)

=
(
170y sin(y +x y)+9(2x +1)

∣∣∣
(0,0)

,

170(1+x)sin(y +x y)+9(2)
∣∣∣
(0,0)

)
= (9,18)

因此牠要往 (−1,−2) 的方向移動，才會降溫最快。
不過即使往降溫最快的方向跑，溫度仍然很高，所
以牠還是被煮熟了。

例題 11.7.3

6 微積分福音 http://CalcGospel.top
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有一座山的坡面為曲面 100(x2+y2−2x−
3y +2x y)。此時你在 (x, y) = (1,2)處，請
問你那邊看起來坡度最大是多少斜率？

解
先求出梯度
∇ f (1,2)

=
(
100(2x −2+2y)

∣∣
(1,2),100(2y −3+2x)

∣∣
(1,2)

)
= (400,300)

梯度向量的長度，便是最大方向導數的值：
p

4002 +3002 = 500

例題 11.7.4

若 f (x, y, z)點 P 沿著 −*u = (1,1,−1)方向
有最大方向導數 2

p
3。

(1)求 f 在 P 點的梯度 ∇ f (P )。
(2)求 f 在 P 點沿著 −*v = (1,1,0)方向的
方向導數。

解
(1)由題意 f 在P點的梯度∇ f (P )與−*u = (1,1,−1)

同向，可設為 ∇ f (P ) = t (1,1,−1)。又 ∇ f (P )的長度
與最大方向導數的值 2

p
3相同，而 (1,1,−1)的長

度是 p
3，故 t = 2，∇ f (P ) = (2,2,−2)。

(2) 先將 (1,1,0) 單位化得到 1p
2
，則 D−*v (P ) =

(2,2,−2) · (1,1,0) = 2
p

2。

例題 11.7.5

其實，梯度的幾何意義還沒有討論完。如果我們遇
到的是隱函數 g (x, y, z) =C 。雖然也是三維空間中的曲
面，但如果此時取梯度，得到
∇g (x, y, z) =

(
∂ f

∂x
,
∂ f

∂y
,
∂ f

∂z

)
。此情況所取的梯度，幾何意

http://CalcGospel.top 微積分福音 7
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義就會不一樣了。
我們先對於隱函數 g (x, y, z) =C，等號兩邊作微分

( differenial )
dg = dC

因 C 是常數所以 dC = 0；而 dg 則用全微分寫，得到
gx dx + g y dy + gz dz = 0

兩兩相乘再加起來，可視之為兩向量作內積。因此寫成
(gx , g y , gz) · (dx, dy, dz) = 0

又可寫成
∇g (x, y, z) · d

−*
X = 0

其中 d
−*
X = (dx, dy, dz)。我簡寫成此符號，是為要強調，

它是代表沿著曲面 g (x, y, z) = C 上作的一個微小變動。
它可以是各種方向，只要是沿著曲面上的。現在我們
分析的結果是，這個沿著曲面上任意方向的微小變動
d
−*
X，它跟梯度向量 ∇g (x, y, z)內積為 0，也就是垂直。
梯度向量跟沿著曲面不管怎麼拉的向量都垂直，所以
這個梯度向量即是法向量。

性質 11.7.3 梯度的幾何意義
一個三維中的曲面，若將其表達成顯函數形式
z = f (x, y)，其在點 (a,b)處的梯度 ∇ f (a,b)，是一
個向量。此向量的幾何意義為：

1. 方向：它朝著使得函數 f (x, y)在 (a,b)處有
最大方向導數的方向

2. 長度：其長度為那個最大方向導數的值
若將其表達成隱函數形式 g (x, y, z) = C，其在點
(a,b,c)處的梯度 ∇g (a,b,c)，是曲面在 (a,b,c)處
的法向量。

已知隱函數，要將其寫成顯函數形式，可能會很困
難。然而已知顯函數的情況下，要寫成隱函數就非常簡

8 微積分福音 http://CalcGospel.top
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單。譬如說 z = x2+2y +7，只要簡單地將 z 移過去，得
到 x2 +2y +7− z = 0，這樣就有隱函數形式了。
另外，雖然前面是以三維中的曲面為例，但二維中

的曲線也是同樣道理的。譬如說 y = 3x +4是一條直線。
若將 y 移項得到 3x − y +4 = 0，此時作梯度得到 (3,−1)，
這便是直線的法向量。而如果是圓 x2 + y2 = 4，作梯度
得到 (2x,2y)，接著再代點之後，就會得到該點的梯度，
也就是該處的法向量。
如果說對於曲面 z = f (x, y)，為了繪製等高線

圖，設了 z = c1,c2, · · · ,cn，而得到 f (x, y) = c1, f (x, y) =
c2, · · · , f (x, y) = cn 。這些都是二維平面曲線的隱函數形
式。

我的意思是說，看清楚了，同樣是 ∇ f (a,b)。對於
曲面來說，∇ f (a,b)是在它的顯函數形式之下取梯度後，
代 (x, y) = (a,b)；對曲線來說，∇ f (a,b)是在它的隱函
數形式之下取梯度後，代 (x, y) = (a,b)。
所以說，同一個向量∇ f (a,b)，它是在曲面 z = f (x, y)

上的 (x, y) = (a,b)處，指著最大方向導數的方向，且其
長度就是最大方向導數的值；而它同時也是在某一條
等高線 f (x, y) = ck 上的 (x, y) = (a,b)處的法向量。

如圖 11.2(a)所示，畫出曲面 z = f (x, y)及它的某一
條等高線 f (x, y) = c 。對曲面的顯函數 z = f (x, y)或是
對等高線的隱函數 f (x, y) = c 在 (x, y) = (1,3)處取梯度，
取出來是同樣的向量 ∇ f (1,3)。這條向量，正是那條等
高線 f (x, y) = c 在 (x, y) = (1,3)處的法向量。同時，曲
面在 (x, y, z) = (1,3, f (1,3))處，朝著向量 ∇ f (1,3)方向，
即是最大方向導數的方向，並且向量的長度就是最大
方向導數的值。

求曲線 x3 + y3 − 9

2
x y = 0於 (2,3)處的切

線方程式。
解
原本在單變數微分學中的隱函數求導，現在也

例題 11.7.6

http://CalcGospel.top 微積分福音 9
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(a)

(b)

圖 11.1: 梯度幾何意義

可以將其取梯度
∇

(
x3 + y3 − 9

2
x y

)
=

(
3x2 − 9y

2
, 3y2 − 9x

2

)
接著代點 (2,3)，得到(

12− 27

2
,27−9

)= (− 3

2
,18

)
這是曲線 (2,3)處的法向量，同時也是以 (2,3)為切
點的切線之法向量 a。因此切線方程式便為

−3

2
(x −2)+18(y −3) = 0

10 微積分福音 http://CalcGospel.top
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a相切即有共同的法向量。

11.7.3 切平面
前面示範了以梯度來求出切線方程式。而如果是

給定一個曲面，想要求切平面方程式的話，也可以用梯
度來做。

曲面 x2 +4y2 = z2，求以 (3,2,5)為切點
的切平面方程式。

解
先移項得到

x2 +4y2 − z2 = 0

此情況取梯度
∇(x2 +4y2 − z2) = (2x,8y,−2z)

接著再代點 (3,2,5)可得法向量 (6,16,−10)。於是切
平面方程式即為

3(x −3)+8(y −2)−5(z −5) = 0

例題 11.7.7

曲面 z = ln(x2+ y2)，求以 (1,0,0)為切點
的切面方程式。

解
先移項

ln(x2 + y2)− z = 0

取梯度 ( 2x

x2 + y2
,

2y

x2 + y2
, −1

)
代入點 (1,0,0)

例題 11.7.8
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(2,0,−1)

於是可知切平面方程式為
2(x −1)− z = 0

12 微積分福音 http://CalcGospel.top
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